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Lemme d'Arden

Soit 𝐴, 𝐵, 𝐿 des langages vérifiant l'équation

𝐿 = 𝐴𝐿 ∪ 𝐵

d'inconnue 𝐿 alors

1. 𝐿 = 𝐴∗𝐵 est le plus petit langage solution de cette équation;

2. Si de plus 𝜀 ∉ 𝐴, alors 𝐿 = 𝐴∗𝐵 est l'unique solution de cette équation.

Ce lemme s'utilise pour résoudre des équations sur les langages.
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Démonstration
Soit 𝐴, 𝐵, 𝐿 des langages vérifiant l'équation 𝐿 = 𝐴𝐿 ∪ 𝐵, montrons déjà que 𝐿 =
𝐴∗𝐵 est bien solution :

𝐴(𝐴∗𝐵) ∪ 𝐵 = 𝐴
(

⋃
𝑛∈ℕ

𝐴𝑛

)

𝐵 ∪ 𝐵 = ⋃
𝑛∈ℕ∗

𝐴𝑛𝐵 ∪ 𝐵 =

(

⋃
𝑛∈ℕ∗

𝐴𝑛 ∪ {𝜀}
)

𝐵 = ⋃
𝑛∈ℕ

𝐴𝑛𝐵 = 𝐴∗𝐵

Soit 𝐴, 𝐵, 𝐿 des langages vérifiant l'équation 𝐿 = 𝐴𝐿 ∪ 𝐵, montrons que 𝐴∗𝐵 ⊂ 𝐿 :
on montre par récurrence la propriété 𝑃(𝑘) : "𝐴𝑘𝐵 ⊂ 𝐿" (𝑘 ∈ ℕ).

Initialisation :

𝐴0𝐵 = {𝜀}𝐵 = 𝐵 ⊂ 𝐴𝐿 ∪ 𝐵 = 𝐿

Hérédité : on suppose 𝑃(𝑘), on montre 𝑃(𝑘 + 1) :

𝐴𝑘+1𝐵 = 𝐴𝐴𝑘𝐵 ⊂ 𝐴𝐿 ⊂ 𝐴𝐿 ∪ 𝐵 = 𝐿

Conclusion : Pour tout 𝑘 ∈ ℕ, 𝑃(𝑘) est vrai et alors
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𝐴∗𝐵 =
(

⋃
𝑘∈ℕ

𝐴𝑘

)

𝐵 = ⋃
𝑘∈ℕ

(𝐴𝑘𝐵) ⊂ 𝐿

Ajoutons l'hypothèse 𝜀 ∉ 𝐴 et montrons qu'il n'y a pas d'autre solution que 𝐴∗𝐵.
Montrons par récurrence forte sur la longueur de 𝑢 que pour tout mot 𝑢 ∈ 𝐿,
𝑢 ∈ 𝐴∗𝐵.

Initialisation : 𝜀 ∈ 𝐿 = 𝐴𝐿 ∪ 𝐵, comme 𝜀 ∉ 𝐴, cela signifie que 𝑢 ∉ 𝐴𝐿, donc
𝑢 ∈ 𝐵 donc 𝑢 ∈ 𝐴∗𝐵.

Hérédité : Soit 𝑢 ∈ 𝐿 = 𝐴𝐿 ∪ 𝐵, on raisonne par disjonction de cas :

⋆ si 𝑢 ∈ 𝐵, alors 𝑢 ∈ 𝐴∗𝐵,

⋆ si 𝑢 ∈ 𝐴𝐿 alors 𝑢 s'écrit 𝑢 = 𝑣𝑤 avec 𝑣 ∈ 𝐴 et 𝑤 ∈ 𝐿. Comme 𝜀 ∉ 𝐴, on
a |𝑤| < |𝑢| et par hypothèse de récurrence, 𝑤 ∈ 𝐴∗𝐵. On en déduit que
𝑢 = 𝑣⏟

∈𝐴
. 𝑤⏟
∈𝐴∗𝐵

∈ 𝐴∗𝐵.

Conclusion : On a montré par récurrence forte que 𝐿 ⊂ 𝐴∗𝐵 et ainsi 𝐿 = 𝐴∗𝐵.
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Lien avec les mathématiques
L'équation algébrique

𝑥 = 𝑎𝑥 + 𝑏

possède une unique solution lorsque 𝑎 ≠ 1 :

𝑥 = 1−−−−−−−−−−−−−1 − 𝑎 𝑏

L'hypothèse 𝜀 ∉ 𝐴 est l'analogue de 𝑎 ≠ 1

𝐴∗ est l'analogue de 1−−−−−−−−−1−𝑎, d'ailleurs remarquer la proximité de :

𝐴∗ = {𝜀} ∪ 𝐴 ∪ 𝐴2 ∪ 𝐴3 ∪…

1/(1 − 𝑎) = 1 + 𝑎 + 𝑎2 + 𝑎3 + …
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Résolution d'équations sur les langages
Exceptionnellement, et uniquement dans ce cas, on notera + l'union de deux
langages

Soit le système d'équations

{

𝑋 = 𝑏𝑋 + 𝑎𝑏𝑌 (𝐸1)

𝑌 = 𝑎𝑋 + 𝑏𝑌 + 𝜀 (𝐸2)

où 𝑋 et 𝑌 sont les langages inconnus.

Résolution

On applique le lemme d'Arden dans (𝐸2) avec l'inconnue 𝑌. On trouve :

𝑌 = 𝑏∗(𝑎𝑋 + 𝜀) = 𝑏∗𝑎𝑋 + 𝑏∗

On substitue 𝑌 par son expression en fonction de 𝑋 dans (𝐸1) :

𝑋 = 𝑏𝑋 + 𝑎𝑏𝑏∗𝑎𝑋 + 𝑎𝑏𝑏∗ (𝐸1)
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On applique une nouvelle fois le lemme d'Arden dans (𝐸1) avec l'inconnue 𝑋
:

𝑋 = (𝑏 + 𝑎𝑏𝑏∗𝑎)∗ 𝑎𝑏𝑏∗

On retrouve la valeur de 𝑌 à partir de celle de 𝑋 :

𝑌 = 𝑏∗𝑎𝑋 + 𝑏∗ = 𝑏∗𝑎(𝑏 + 𝑎𝑏𝑏∗𝑎)∗ 𝑎𝑏𝑏∗ + 𝑏∗

Conclusion : l'unique couple (𝑋, 𝑌) solution est :

{

𝑋 = (𝑏 + 𝑎𝑏𝑏∗𝑎)∗ 𝑎𝑏𝑏∗

𝑌 = 𝑏∗𝑎(𝑏 + 𝑎𝑏𝑏∗𝑎)∗ 𝑎𝑏𝑏∗ + 𝑏∗

La méthode se généralise avec plus d'inconnues et d'équations : on utilise la
dernière équation pour obtenir une expression de la dernière inconnue en fonc
tion des autres, on substitue dans les autres équations et on obtient un système
avec une équation et une inconnue de moins, et ainsi de suite...
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Exercices
Résoudre les systèmes d'équations suivants :

{

𝑋 = 𝑏𝑌 + 𝑎𝑍

𝑌 = 𝑎𝑋 + 𝑏𝑍 + 𝜀

𝑍 = 𝑎𝑍

{

𝑋1 = 𝑏𝑋2 + 𝑎𝑋4

𝑋2 = 𝑎𝑋3 + 𝑏𝑋4

𝑋3 = 𝑎𝑋4 + 𝑏𝑋5 + 𝜀

𝑋4 = 𝑎𝑋4

𝑋5 = 𝑎𝑋3 + 𝑏𝑋4

Remarquer qu'en pratique, on applique le lemme d'Arden le plus tard possible.
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Des automates vers les expressions régulières :
méthode par équations

On note 𝐿𝑖 le langage des mots reconnus à partir de l'état 𝑞𝑖

But : déterminer 𝐿0

𝑎

𝑏

𝑎

𝑎

𝑏

𝑏

𝑎

𝑎𝑞0

𝑞1

𝑞2

𝑞3

{

𝐿0 = 𝑎𝐿1 + 𝑏𝐿2 + 𝑎𝐿3 (𝐸1)

𝐿1 = 𝑎𝐿1 + 𝑏𝐿2 (𝐸2)

𝐿2 = 𝑎𝐿2 + 𝑏𝐿3 + 𝜀 (𝐸3)

𝐿3 = 𝑎𝐿2 (𝐸4)
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Résolution
𝐿3 est déjà déterminée par (𝐸4), on substitue dans les autres équations :

{

𝐿0 = 𝑎𝐿1 + (𝑏 + 𝑎2)𝐿2 (𝐸1)

𝐿1 = 𝑎𝐿1 + 𝑏𝐿2 (𝐸2)

𝐿2 = (𝑎 + 𝑏𝑎)𝐿2 + 𝜀 (𝐸3)

On applique le lemme d'Arden dans (𝐸3), pour déterminer 𝐿2 :

𝐿2 = (𝑎 + 𝑏𝑎)∗

On substitue dans (𝐸1) et (𝐸2) :

{

𝐿0 = 𝑎𝐿1 + (𝑏 + 𝑎2)(𝑎 + 𝑏𝑎)∗ (𝐸1)

𝐿1 = 𝑎𝐿1 + 𝑏(𝑎 + 𝑏𝑎)∗ (𝐸2)
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On applique le lemme d'Arden dans (𝐸2) pour déterminer 𝐿1 :

𝐿1 = 𝑎∗𝑏(𝑎 + 𝑏𝑎)∗

On substitue dans (𝐸1) :

𝐿0 = 𝑎𝑎∗𝑏(𝑎 + 𝑏𝑎)∗ + (𝑏 + 𝑎2) (𝑎 + 𝑏𝑎)∗ = (𝑎𝑎∗𝑏 + 𝑏 + 𝑎2) (𝑎 + 𝑏𝑎)∗

Conclusion : une expression régulière dénotant le langage reconnu par l'auto
mate est :

(𝑎𝑎∗𝑏 | 𝑏 | 𝑎2) (𝑎 | 𝑏𝑎)∗
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Exercices
En utilisant le lemme d'Arden, déterminer une expression régulière dénotant le lan
gage reconnu par les automates suivants :

1.

𝑎

𝑎

𝑏

𝑎

𝑞0 𝑞1

𝑞2

2.

𝑎

𝑎

𝑎

𝑎

𝑏𝑏𝑏𝑏

𝑞0 𝑞1

𝑞2𝑞3


